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Clasa a XII-a, Solutii si barem

Problema 1. Pe multimea RT a numerelor reale mai mari sau egale cu zero
consideram operatia *, care are proprietatea ca este comutativa si asociativa si
pentru orice x,y, z € R avem

T xYy*xz=r+y+z+ary+yz+zr+ xry=z.

Determinati legea si ardtati c& (R, %) este monoid. G. René

Solutie i barem. Avem x xyx 0 = z + y + xy, pentru orice x,y € RT. De aici

reiese z* 0x0=x,oricarear iz € R ............. i 6p
Pe de alta parte 2 xy* 0% 0x0=x+y +ay = (x*0) + (y*0) + (x x0)(y x 0)
............................................................................ 6p
De aici 0 = 2(0 % 0) + (0% 0)2, de unde 0% 0 = 0 sau 0% 0 = —2, al doilea caz
nefiind posibil. .. ... 6p
Rezulta ca 0 e element neutru deci x xy = x xy *x0 = x + y + xy, oricare ar fi
T, € R 3p

Problema 2. Fie A un inel finit comutativ cu proprietatea ca suma solutiilor
ecuatiei 2 = 1 este nenuli.
a) Demonstrati cd 1 +1 = 0.
b) Demonstrati c& ecuatia 22 = 1 are cel mult doud solutii distincte.
¢) Dati exemplu de inel in care ecuatia de mai sus are doua solutii distincte.
Cristi Savescu

Solutie gi barem. a) Fie M = {x € A | 2? = 1}. Dacd z € M atunci —x € M si
T este Inversabil. .. ... 3p
Daca nu exista © € M cu x = —x, putem grupa solutiile ecuatiei in perechi
(z, —z). Suma solutiilor ecuatiei va fi atunci zero — contradictie. Deci existd x € M
cu x = —x gi, cum x este inversabil, avem 1 = —1.......... ... ..., 3p
b) Din comutativitate z,y € M implica (zy)? = 2%y? = 1 deci 2y € M. Asadar
M este grup finit. Cum orice element din M este fie 1, fie de ordin 2 deducem
cardM = 2P, cu p € N. Daca p = 0 concluzia este evidenta. Pentrup > 1fiea € M
a1 Avem1+a#0,(1+a)?=14+1=0..0ccciiiiiiiiiiiiiiiainan. 6p
Pentru z € M, avem (z+a+1)? =22+ (a+1)? =1deciz +a+1€ M
s, cum = # x + a + 1, putem grupa elementele din M in perechi (z,z + a + 1),
suma fiecarei perechi fiind 2z +a+1 = a4+ 1. Suma elementelor din M este atunci
2P71(a — 1) # 0, deci 2P~ este impar, deci p=1gi card M <2 .............. 6p
¢) Inelul A = {0,1,a,a+1}, cu2 =0, a # 0, a? = 0 satisface conditiile date. 3p

Problema 3. Fie f : [0,1] — R o functie derivabila, cu derivata continua.
Aratati ca

1 1
max f2 < 3/0 f2(x)dx+%/0 (f'(x)*)da.

Solutie si barem. Pentru z,t € [0, 1] avem

f2(z) = f2(t) + /tx 2f(w)f'(w)du. L. 3p

1



De aici f2(z) < f%(t) +/O 20f(u)f/(u)|du oo 6p

1 1
Integrand dupa t, f2(z) §/ fz(t)dt—i—?/ [FOIf @Ot . 3p

0 0
Din inegaliatea mediilor avem 2| f(t)||f/(t)| < 2f2(t) + 1| f"2(t)| pentru ¢ € [0, 1].
Atunci, pentru orice = € [0, 1] avem

/f dt+2/f Ydo + = /f’2 dx

de unde concluzia. . ...t 9p

Problema 4. Calculati

n? +n + k2
JLH;OH -

n? + k2

G. René

Solutie si barem. Notam cu a, produsul din enunt. Atunci

n
n
e, =320 (14 7).
logaritmul fiind bine-definit.......... .. . 3p
. In(1+2a) . .
Cum 111% ———= =1, pentru € > 0 exista 6 > 0, astfel ca pentru |z| < J sa
rT—r i

avem (1 —€) <In(14+2) < T(14€) et 6p

Rezulta ca pentru 1/n < 4, avem, cu notatia x,, = fﬁ

n2

deci " .
1 1 1 1
(1—5)—2 = <Ina, (1+5)72 3
nk_11+? nk:11+ﬁ
............................................................................... 6p
Cum . )
1 1 1 T
lim — = de = =,
n—>oonkz=:1]_+i% /O 1+£L’2 4
deducem -
(1—5)1 <liminfa, <limsupa, < (1 +¢)—
............................................................................... 3p
Deoarece ¢ este arbitrar, deducem ca limita exista si lim Ina, = g, de unde
n—oo
reiese [ @n = €0 oo 3p
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