
Clasa a XII-a, Soluţii şi barem

Problema 1. Pe mulţimea R+ a numerelor reale mai mari sau egale cu zero
considerăm operaţia ∗, care are proprietatea că este comutativă şi asociativă şi
pentru orice x, y, z ∈ R avem

x ∗ y ∗ z = x+ y + z + xy + yz + zx+ xyz.

Determinaţi legea şi arătaţi că (R+, ∗) este monoid. G. René

Soluţie şi barem. Avem x ∗ y ∗ 0 = x + y + xy, pentru orice x, y ∈ R+. De aici
reiese x ∗ 0 ∗ 0 = x, oricare ar fi x ∈ R+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p

Pe de altă parte x ∗ y ∗ 0 ∗ 0 ∗ 0 = x+ y + xy = (x ∗ 0) + (y ∗ 0) + (x ∗ 0)(y ∗ 0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p
De aici 0 = 2(0 ∗ 0) + (0 ∗ 0)2, de unde 0 ∗ 0 = 0 sau 0 ∗ 0 = −2, al doilea caz

nefiind posibil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p
Rezultă că 0 e element neutru deci x ∗ y = x ∗ y ∗ 0 = x + y + xy, oricare ar fi

x, y ∈ R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Problema 2. Fie A un inel finit comutativ cu proprietatea că suma soluţiilor
ecuaţiei x2 = 1 este nenulă.

a) Demonstraţi că 1 + 1 = 0.
b) Demonstraţi că ecuaţia x2 = 1 are cel mult două soluţii distincte.
c) Daţi exemplu de inel ı̂n care ecuaţia de mai sus are două soluţii distincte.

Cristi Săvescu

Soluţie şi barem. a) Fie M = {x ∈ A | x2 = 1}. Dacă x ∈ M atunci −x ∈ M şi
x este inversabil. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Dacă nu există x ∈ M cu x = −x, putem grupa soluţiile ecuaţiei ı̂n perechi
(x,−x). Suma soluţiilor ecuaţiei va fi atunci zero – contradicţie. Deci există x ∈ M
cu x = −x şi, cum x este inversabil, avem 1 = −1.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

b) Din comutativitate x, y ∈ M implică (xy)2 = x2y2 = 1 deci xy ∈ M . Aşadar
M este grup finit. Cum orice element din M este fie 1, fie de ordin 2 deducem
cardM = 2p, cu p ∈ N. Dacă p = 0 concluzia este evidentă. Pentru p ≥ 1 fie a ∈ M
a ̸= 1. Avem 1 + a ̸= 0, (1 + a)2 = 1 + 1 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6p

Pentru x ∈ M , avem (x + a + 1)2 = x2 + (a + 1)2 = 1 deci x + a + 1 ∈ M
şi, cum x ̸= x + a + 1, putem grupa elementele din M ı̂n perechi (x, x + a + 1),
suma fiecărei perechi fiind 2x+ a+1 = a+1. Suma elementelor din M este atunci
2p−1(a− 1) ̸= 0, deci 2p−1 este impar, deci p = 1 şi card M ≤ 2 . . . . . . . . . . . . . . 6p

c) Inelul A = {0, 1, a, a+1}, cu 2 = 0, a ̸= 0, a2 = 0 satisface condiţiile date. 3p

Problema 3. Fie f : [0, 1] → R o funcţie derivabilă, cu derivata continuă.
Arătaţi că

max f2 ≤ 3

∫ 1

0

f2(x)dx+
1

2

∫ 1

0

(f ′(x)2)dx.

* * *

Soluţie şi barem. Pentru x, t ∈ [0, 1] avem

f2(x) = f2(t) +

∫ x

t

2f(u)f ′(u)du. . . . . . .3p

1



2

De aici f2(x) ≤ f2(t) +

∫ 1

0

2|f(u)f ′(u)|du . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6p

Integrând după t, f2(x) ≤
∫ 1

0

f2(t)dt+ 2

∫ 1

0

|f(t)||f ′(t)|dt . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Din inegaliatea mediilor avem 2|f(t)||f ′(t)| ≤ 2f2(t)+ 1
2 |f

′2(t)| pentru t ∈ [0, 1].
Atunci, pentru orice x ∈ [0, 1] avem

f2(x) ≤
∫ 1

0

f2(t)dt+ 2

∫ 1

0

f2(x)dx+
1

2

∫ 1

0

f ′2(x)dx

de unde concluzia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9p

Problema 4. Calculaţi

lim
n→∞

n∏
k=1

n2 + n+ k2

n2 + k2
.

G. René

Soluţie şi barem. Notăm cu an produsul din enunţ. Atunci

ln an =

n∑
k=1

ln
(
1 +

n

n2 + k2

)
,

logaritmul fiind bine-definit. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Cum lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, pentru ε > 0 există δ > 0, astfel ca pentru |x| ≤ δ să

avem x(1− ε) ≤ ln(1 + x) ≤ x(1 + ε) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p

Rezultă că pentru 1/n ≤ δ, avem, cu notaţia xn =
1

n
1

1+ k2

n2

(1− ε)xn ≤ ln(1 + xn) ≤ (1 + ε)xn,

deci

(1− ε)
1

n

n∑
k=1

1

1 + k2

n2

≤ ln an ≤ (1 + ε)
1

n

n∑
k=1

1

1 + k2

n2

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p
Cum

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1

1 + k2

n2

=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4
,

deducem
(1− ε)

π

4
≤ lim inf an ≤ lim sup an ≤ (1 + ε)

π

4
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Deoarece ε este arbitrar, deducem că limita există şi lim
n→∞

ln an =
π

4
, de unde

reiese lim
n→∞

an = e
π
4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p


